Capitolul MD. 10

Metoda functiilor Liapunov

Fie sistemul diferential
¥ =f(tx), t>ty, we€DCR" (10.1)

Presupunem ca x = 0 este punct de echilibru, adica f (¢,0) = 0, Vt > t,.
In acest paragraf, functia scalara V (t,z), V : [y, 00) x D — R este de clasa C'*. Mai mult,
x = 0 este punct interior al lui D gi V' (¢,0) = 0, Vt > 1.

Definitia 1. Functia V (t,x) se numeste pozitiv (negativ) definita pe D, daca exista o functie
W (x) cu proprietatile W : D — R continua, W (0) =0 i 0 < W (z) < V (t,x) (respectiv
V(t,z) <W (z) <0), Vo #0,t>t.

V (t,x) se numeste pozitiv (negativ) semidefinita pe D dacd schimbam < (>) cu < (>).

Exemple

Fie D = {(z,y,2)|2* + y* + 2> <1} C R? i t > 0. Atunci functiile:

2?2+ 3y + 2224+ 23 =22+ 3y + 22 + 221+ 2) > 0,V (z,y,2) # (0,0,0) deci este pozitiv
definita;

2?2 + 2y* > 0 si este nuld in punctele (0,0, 2), deci este doar pozitiv semidefinit;

—x%sin?t — y? — 222 este negativ semidefinita pentru ci este mai mica decat —y? — 222 care
este negativ semidefinita.

Definitia 2. Derivata orbitala a functiei V' (¢, z) dupa directia campului vectorial f (¢, x), unde
x este solutie a sistemului diferential 2’ = f (¢, ), este:
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— E{—@—ﬁfl(t,I)—l—...—{—a—%fn(t,x).

Teorema 3. [1] Fie sistemul diferential (10.1) cu f(t,0) = 0, Vt > t,. Daca exista 'V (t,x)
pozitiv definita intr-o vecinatate a lui x = 0, cu deriwata orbitala negativ semidefinita, atunci
solutia x = 0 este Liapunov-stabila.



Demonstratie Fie ||z|| < R vecinatatea lui x = 0 pe care exista V (¢, z) astfel incat

0 < W(x) < Vi(t,r), Vo # 0, t > to, si LV < 0. Fie 0 < r < R gi compactul K =

{z € R"|r <||z|| < R}. Notam m = mlII(l W(z), W fiind continua. Deoarece V (t,0) = 0,Vt,
re

rezulta ca exista o vecinatate S a lui x = 0 astfel incat Vo € S, V (t,2) < m, din moment ce
V' (t,z) este continua.
Fie acum x (¢) o solutie care incepe in S la momentul ¢ = .

V(t,z(t) =V (to,x (to)) = /t L.V (r,x(7))dr <0, Vt>t,

to

deci
V(t,x(t) <V (to,z(tg)) <m < W(x), VrelkK.

Agadar solutia z () nu va intersecta niciodata K pentru ca altfel s-ar contrazice faptul
ca V este pozitiv definita. Repetand acelasi rationament pentru R oricat de mic, se deduce
stabilitatea solutiei x = 0.

Definitia 4. Functia scalara V (t,x) introdusda cu teoremald se numeste functie Liapunov.

Teorema 5. [1] Fie sistemul diferential (10.1) cu f(t,0) = 0, Vt > to. Daca exista 'V (t, z)
pozitiv definita intr-o vecindtate a lut x = 0, YVt > to, cu derivata orbitald negativ definitd,
atunci solutia x = 0 este asimptotic stabila.

Demonstratie Din teorema 3 rezulta ca x = 0 este solutie stabila. Presupunem prin absurd
ca YR > 0, 3z (t) o solutie care incepe in domeniul ||z| < R, dar care nu tinde la 0. Rezulta
ca Ir > 0 astfel incat r < ||z (t)|| < R, Vt > to. Dar L,V (t,x) < W (z) <0, x # 0.

Fie K = {z e R"|r <||z]]| < R}. Cum W este continua, rezulta ca L,V (t,z) < —0 < 0,
Vo € K, Vt > 1y. In consecinta

¢
/ L,V (r,z (7)) dr < =6 (t —tg),Vt > ty,

to

adica V (t,z (t)) <V (to,xz (to)) — 0 (t — to),Vt > to. In timp V' (¢, z) ar deveni negativa ceea ce
ar contrazice pozitiv definirea sa. Asadar = = 0 este asimptotic stabila.

Observatie: Daca zy # 0 este punct de echilibru pentru sistemul diferential (10.1), facem
translatia © — xg = y si sistemul diferential obtinut in necunoscuta y, admite originea ca solutie
de echilibru.

Folosind o functie Liapunov, se poate deduce si instabilitatea unei solutii.

Teorema 6. [1] Fie sistemul diferential ' = f(t,x), cut € [ty,00), x € D C R™ gi f(t,0) =0,
YVt > to. Daca ezista o functie V(t,z) definita pe o vecindatate a lui x = 0 astfel incat:

a) Daca ||z|]| — 0, V(t,x2) — 0 uniform in raport cu t (adica Ve > 0,35(e) > 0, a.i. ||z] <9
implica |V (t,x)| <e, YVt >ty );

b) L,V este pozitiv definita pe o vecindtate a lui x = 0;

¢) Ity > to astfel incat V(t,x) > 0,Yt > t in fiecare vecindtate a lui x = 0 suficient de
micd,

atunct solutia nula este instabila.
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Demonstratie Din a) si b) rezulta ca 3r, R > 0 a.i. pentru x # 0 i ||z]] <7, LV (t,x) >
Wi(z) > 0si |V(t,2)] < R. Presupunem prin absurd ca x = 0 este solutie stabila. Atunci
de > 0 cu e < r, a.i. daca solutia z(t) incepe In xy cu ||zg|| < g, avem ||z(t)|| < r pentru t > t;.
Folosind ¢) putem alege xy a.i. V(t1,2) > 0. Rezulta pentru solutia x(t) care incepe in z( la

momentul ¢t = ¢; :
t

V(t,xz(t)) — V(t1, x9) = /LSV(S,JI(S))dS >0, Vt > 1.
t1
Consideram acum multimea punctelor x cu proprietatea ca V (t,x) > V(t1,x0),Vt > t; si
||| < r. Din a) rezulta ca Ja > 0 a.i. aceasta multime este continuta in S = {z|a < ||z|| < r}
compacta. Avem p = min W(x) > 0si L,V > p pe S.

TES
Rezulta ca V(t,z(t)) — V(t1,x0) > pu(t — t1),Vt > t1. Asadar pentru ||z|| < r, V(t,z) devine
arbitrar de mare si contrazice |V (¢,z)| < R. Deci solutia nula este instabila.

In tratarea problemelor de stabilitate, nu exista o reteta care sa permita determinarea
functiei Liapunov pentru sisteme diferentiale neliniare. Pentru unele sisteme ce modeleaza
fenomene fizice, functia Liapunov joaca rol de energie pentru sistem.

Exemplul 1: Fie ecuatia oscilatorului armonic z” + w?z = 0, cu w > 0. Ecuatia este

echivalentd cu sistemul diferential autonom 2’ = y, ' = —w?x care admite pozitia de echilibru
(0,0). Ne intereseaza problema stabilitatii solutiei (0, 0).
Consideram functia Liapunov V(z,y) = y? + w?2? care, mai putin un factor constant,

I(2"* 4+ w22?). Functia V este pozitiv

reprezintd energia totald a oscilatorului armonic, adica 3
definita, iar derivata sa orbitala este L;V = 0 adica V' este si integrala prima pentru sistem.
Conform teoremei 3, rezulta ca (0,0) este solutie stabila.

Exemplul 2: Intr-o vecinatate a lui (0,0), consideram sistemul diferential

o' = a(t)y + b(t)x(x? + y?)

y' = —a(t)z +b(t)y(2® +y?),

unde functiile a(t) si b(t) sunt continue pentru ¢t > t,. Studiem stabilitatea solutiei (0, 0).

Fie V(z,y) = 22 + 3? ca functie Liapunov. V este pozitiv definita, iar L;V = %—‘;z’ + %—‘y/y
cu (z(t),y(t)) solutie a sistemului. Obtinem L,V = 2b(t)(x? + y*)?. Aplicand teoremele 3] si
0, rezulta ca, daca b(t) < 0,Vt > tg, atunci (0,0) este solutie stabila. Daca b(t) > 0,Vt > to,
atunci (0,0) este solutie instabila.
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