MATEMATIC A*M* MD.05. Metoda seriilor de puteri

Capitolul MD.05. Metoda seriilor de puteri

Cuvinte-cheie
serii de puteri, punct regulat, punct singular, age indiciali

Consideim o ecude difereniala de ordin k
Lxy.y.y'.y®)=0 (1)
Se poate auta solgia sub forma uneserii de puteri in jurul punctuluix,:

(x—xo)"Zan(x—xo)” (2

n=0

Consideim ci seria se poate deriva termen cu termen. Prindirkee dezvokrii
(2) In ecuda (1) ohinem o ecuge pentruo si relatia de recuregd pentru coeficietii a,,.
Cé&iva coeficieni vor rimane nedetermiigavand in vedereicsoluia ecuaei (1) depin-
de de k constante. Dase poate calcula suma seriei (2), atunci se [adkteoldia
analitica a ecudgei (1).

n acest capitol ne vom ocupa de remela ecugilor diferertiale liniare omogene
cu coeficieni variabili de ordinul al doilea de forma:

y"(x)+px)y'(x) +alx)y(x) =0 3)

Forma seriei de puteri (2) depinde de natura pluicty, adici de comportarea fugigor
p si g Tn jurul punctuluix,. Presupunemaao si q pot fi dezvoltate in jurul luk, astfel :

plx) = (x =, ) 3Py (x =, )"

n=0

ax) = (x =xo)" 2 an (x = o)’

n=0
Punctuk,se numete punct regulat al ecugei (1) daéd a =0 si =0 si
punct singular in caz contrar .Un punct singular poate fi :
e singular regulat déca = -1 si = -2,
e singular neregulat, in rest.
in cele ce urmeazom consideraicx, =0 (chiar dag punctul x,nu e originea,

. N 1
putem face o schimbare de varigbit = x —x, pentrux, 0 IRsauz == pentrux, = o).
X

Dezvoltarea solutiei pentru x — 0

Vom considera urittoarele cazuri :
i) originea punct regulat
i) originea punct singular regulat
iii)  originea punct singular neregulat

i) Dadi originea est@unct regulat pentru ecuga (1), atunci toate safiile liniar
independente ale edig vor avea dezvalti convergente in serie Taylor de forma:

y(x)=> ax" 4) (

n=0

Exemplul 1. Si se integreze ectia prin metoda seriilor de puteri
] X 1 1 _
V()+ 2y )+-2y(x)=0 , x0(03)
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Rezolvare
Derivam dezvoltarea (4) de dawri :

y'(x)=> na,x"*

n=1

y'(x)=> n(n-Da,x"*

n=2

si introducem in ecuee :

> n(n-0a,x"*-> nn-Ya,x>-> na,x"+> ax" =

n=2 n=2 n=1 n=0
—a,-2a,+y nn-Jax" =Y nln-1a,x"* - nax"+>ax" =
n=2 n=3 nx1 nz1

Notam in prima surh m=n-2, In a douam =n-3 si in ultimele dod m=n-1.
Vom avea :
-2a,+ Y [(m+1)(m+ 2a,,., - (m+2)(m+ Ja,., - (M+Ja,., +a,.|x" =0
m=0

Egalim cu zero coeficientul luk ™ si termenul liber:

R
Atunci a, OR, a, =%, a, =%,etc. Deci :
y(x)=a1x+a0[1+x72!+)§!+x?:.....j:> y(x)=ax +a,(e* - )

Doui soluii liniar independente ale ectisi sunt yl(x) =X si yz(x) = ¢, deci soltia

generat estey(x)=Cxx + C,e".

Observatie. Prin metoda seriilor de puteri amtmiut de fapt soltia analitia a ecugei.
ii) Daci originea est@unct singular regulat al ecuaiei (3), cel pdin o solgie

este de tip Frobenius :
y(x)=> a,x"" (5)
n=0
undeo se numsgteindice. Se inlocuigte dezvoltarea (5) in ectiea (3) si Se ohine o ecuge
algebri@ pentrug numita ecuatie indiciala. Soluiile ecuaiei (3) depind de cele dauada-
cini 6,0, ale ecugiei indiciale. Aproximarea sofiei este o suthpatiala a seriei
n
x)=> ax"
k=0
iar eroarea esljey(x) -S, (x)| = O(x“*‘”l).
Pot ajrea urnitoarele cazuri :
a) o,#20, si o,-0,0Z.1n acestcaz ectia (3) are do#i soluii liniar indepen-
dente de forma (5).
b) Daci ¢, 205, si 6, -0, Z pot afirea dod cazuri :
» unul sau mai mtilcoeficierti din dezvoltarea (5) sunt infinit penteu=c,
» unul sau mai mtilcoeficienii din dezvoltarea (5) sunt nedeterntinpentru
6 =0,
c) Daa ¢, =, atunci dod soluii liniar independente sunt:
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Y1(X) = y(X'Gl)
y,(x) = lim % (x,0)
G -0y ac
unde y(x,cs) este dezvoltarea (5) in care coefigien, s-au Tnlocuit in funge dea, si c.
O alti metodi pentru determinarea i, este 8- cautim de forma

Y2(X) = yl(x)ln X+ X‘”anxn

Exemplul 2. S se rezolve ecmm Bessel: "

x2y"(x)+xy'(x) + (x> = v2)y(x) =0, xO(0,0),v IR,
Rezolvare
Avem p(x)=x? si g(x)=x2(~v?+x?), decia=-1p=~2 Daa inlocuim
y(x)=>a,x™" avem:

n=0

>a(n+o)n+o-1x" +>a (n+o)x™ +>a x"" - via x" =0

n=0 n=0 n=0 n=0

(62 - v?)agx” + (62 + 26 +1-v?)a,x " + Z{am[(m +o+2) —v2J+ am}x””"+2 =0

X—l

m=0
= (62 —\/2)a0 =0,
[(cs +1)? —VZJa1 =0,

a,.,(m+oc+2+v)m+o+2-v)=-a, , m=1

m !

Pentru caa, # Oluim ¢°-v’*=0=0, =v,c =—-v. Dad o =v, din a doua ecui@ se
oktine a, =0, iar din a treia :
a (-1)a,

B2 S T ) me2e ) o T iy ey e A fvan) ot 2 =0

Atunci

(_ )" v+2n
y( ) a, +aoz 22 ( 1)(V1+ 2)“,(\/ + n)x -

n=1

Daca alegema, = = 0 soluie a ecugei va fi fungia Bessel de spe

2" (v +1)

n v+2n

intaisi ordin v :Jv(x):zL X1, under este funga Gamma
Znr(v+n+1) 2

iar seria este convergarge IR . Daci v[JZ atunci fungia Bessel se rescrie

o) '((;i)nn)! (2}

n=0 n:

Pentruc = —-v
(_ 1)n ay
22'nl(-v+1)(-v+2).(-v+n)
n -v+2n
(_1) (gj . Cele doa soluii sunt liniar indepen-

« daa vOZ rezult a,, = . Atunci o alt soluje

a ecugeiva fi J_, (x) = Zm
nz0 !~

dente, deci solia general se scrie

y(x)= G, (x)+C,d., (x)
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 daa vOZ atunciJ_, (x) = (—1)“ J, (x) deci cele doufunctii nu sunt independente.
Pentru a ofine o soltie liniar independeatfata de J,(x) luam
. x? x*
Ylxo)=aqx 1‘(c+z-v)(c+z+v)+(c+z-v)(c+z+v)(c+4-v)(c+4+v)""}
Daci v =kOZ atunci unul dintre numitori va fi §j anumec + 2k —v. Luam a, =c+2k -v

= 8 =0+ s v,(0)= 2 (x )
y(x)= CJ,(x)+C,y,(x)

Exemplul 3. Sd se rezolve ecui prin metoda seriilor de puteri pentxu— 0.
x?y"(x) = 5xy'(x)+ oL~ x)y(x) = 0, x 0 (0,0)
Rezolvare
p(x)=-5x1 = a=-1

q(x)=@ =9x?(1-x) > p=-2

Deci 0 este punct singular regulat. Introducem diaxea (5) in ecuee:

a,(n+o)n+o-1x" => B (n+c)x"" +> % x" -> % x"™" =0
2.3,(n1+0)ln+o -1 =3 F,(n+o)x" 43 X" -3 G,

n=0 n=0 n=0 n=0

= ay[o(6-1)-56 +9x” + > {a,.[(m+o+1)(m+0c)-5(m+c+1)+9]- g, }x™ " =0

m=0 %m
(m+c5—2)2
9 _ 9 _ ¢ _ 9°

T0-2F P T o " -2 o-1F ** (o-2F (o107

Ohtinem ecuga indiciab 6> -66+9=0, deci 6, =6,=3 si a,, =

m+1

a

9 9° 2 o x° }

Vixo)= ""°X{1+ 6-27 " o-2l-17" " (o-2Flo-1c

=y, = yix3)= a0x3(1+122x ; (;) .+ (;) XJ

x ", seria fiind convergeatpe IR.

grl
nzo(r]!)2
y,(x )—Ilmg—y = lim a,x° IanE ﬁx+...}+

-3 do -3
2 —_—
+a0x°{—( 18 209?(26 - 3) x2—...}

Consideim a, =1= y,(x)=

5—2F " (0-1(o-2F
= y,(x)=y,(X)Inx - (18x4 2:'3 ° ...J,xD(O,oo)

Soluia general estey(x) = C,y, (x)+ C,y,(x).

iii) Daci originea este punct singular neregulat, seicswittia de forma
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y(x)=e""v(x) ®)
undeAOIR si vJQ, se determiln inlocuind Tn ecuge, dupgi care se ofine o ed. de
ordinul al doilea pentrw = v(x), pentru care zutaim o dezvoltare in serie de puteri de
tipul :

v(x)=Y a, () ()

n=0

Exemplul 4. Sa se rezolve ecui prin metoda seriilor de puteri pentxu— . O

x*(L-x2)y(x)+ 26y () + (x? -1 y(x) =0, x0(01)
Rezolvare
Avem :
2

p(x)= ;(1_7) = 2x’1(1+ x2....)
(X) - (X2 —:I.)3 - _(X2 —1)2
a x*{1-x?) x*
Deci a=-1, p=-4 si originea este un punct singular neregul@ut@m mai intéi o
dezvoltare de forma

= x'4(—l+ 2x? —x“)

y~&*<, v>0
Tnlocuim y,y',y" in ecugie si impartim cu e :
A2V 202 =2y (v = Dx 2 = (v + DX T X8 - 3x +3x%2 -1=0
Daci x - 0 atunci
X—2v+2 > X—2v+4
X722 5> V2 > x
1>>x2% >>x* >>x°
deci termenii dominghsunt x 22 si 1. Luim x 22 =01)= -2v+2=0=>v=1
Egakm cu zero coeficientul termenului dominagntobtinem :
AV -1=0= A% =1 h=+1

-v+4

Facem schimbarea de fuiec:

Ecuaia pentru v este:

(x? = x*v"(x)+ (22.x% + 2x = 20 )v'(x) + (x* =3x* = 20x +2)v(x) = 0
Cautam dezvoltarea sotiei de tip Frobenius:

v(x)=>a,x™"

n=0

= (x2-x*a,(n+o)n+o-1)x"2+(20x 2+ 2x - 2.)

n=0

+Ya (n+o)x™ot+(x* —3x? — 2 +2)Y a x™ =

n=0 n=0

=Y a,(n+o)n+o-1x"" ->a (n+o)n+c-1)x""2+> 2ha, (n+o)x" "

n=0 nz0 =0
+ Z bn (n + G)X nte _ Z ZXan (n + G)X n+e-1 Z a,x n+to+d _ z anxn+c+3 _Z Zkanxnﬂ;ﬂ_ +Z bnx nts =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Termenul dominant este:
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—-2koa X"t
Deoarecel # Qa, # 0= ¢ = 0. Atunci ecuga se reduce la
28, - 2\a, +x(-4ha, + 4a, - 204, ) +
+x2(-6ra, + 82, - 3, )+ x°(-8ra, +14a, + 2ra, — 3, )+

+ Z[— 2Mm+5a,,,, +(m2 + 9m+22) a,., +2:M(m+ 2a,,.. —(mz +3m+ 5)&1m+2 +am}xm+4 =0

m=0

Egakm coeficienii cu zero si obtinem anz)\?o . Atunci v(x)=aoz(xx')
n! < nl

= V)= e Deciy() = Vi) = aet ) Luam v, ()= i y, () =e>
Atunci

V()= e e
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