MD.03.Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Cuvinte cheie

Polinom caracteristic, ecuatie caracteristica

Definitia 1. O ecuatie de forma
Lly] = aoy™ + a1y + .. 4 any = f(z) (3.1)

cu ag,ai,- .., 0, constante se numesgte ecuatie diferentiala liniara de or-
dinul n cu coeficienti constanti.
Daca f(z) = 0, se spune ca ecuatia (3.1) este omogena , iar daca f(z)
nu este identic nula , se spune ca ecuatia este neomogena
Definitia 2. Se numeste polinomul caracteristic atagat ecuatiei omo-
gene L[y] = 0, polinomul F(r) = agr™ + a1~ + ... + ap, iar F(r) =0 se
numeste ecuatia caracteristica atasata ecuatiei L]y] = 0.
Teorema 1. 1. Daca ecuatia caracteristica F(r) = 0 are raddcini reale i
distincte r1,79,...,Ty, atunci un sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia diferentiald liniara cu coeficienti constanti L[yl = 0 este

yl(x) = e?“158’y2(1_) = er2x7 s 7yn(x) = e

2. Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice F(r) = 0 exista si radacini
reale multiple, de exemplu r1 este radacina cu ordinul de multiplicitate p,

atunci ei 7 corespund p solutii liniar independente ale ecuatiei L]y] = 0:
y1(x) = "% yo(2) = 2™, ... yy(x) = 2P Le ",
3. Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice F(r) = 0 exista gi radacini

complexe, de exemplu r = a + ib,7 = a — ib, atunci fiecdrei perechi de

radacini complexe conjugate @ corespund doud solutit liniar independente

y1(z) = e cos bz, ya2 () = e sin bx.



4. Daca ecuatia caracteristica F(r) = 0 are printre soluiile ei raddcini
complexe r = a + 1b,7 = a — ib cu ordinul de multiplicitate p, atunci lor

le corespund 2p solutit liniar independente

y1(z) = e cos bz, ya () = ze*® cos bz, ..., yy(x) = xP~ e cos bx
Ypi1(7) = e sinbx, yp1a(z) = ve™ sinbx, . .., yop(z) = 2P~ e sin b
Demonstratie. 1. Verificam ca yi(x) = €"+* este solutia ecuatiei L[y] = 0

pentru Vk = T, n. Avem Llyg] = €™ (agr} + a1r} ' + ...+ a,) = 0, deoarece
) este radacina ecuatiei caracteristice. Deci yi(z) = e™+* este solutia ecuatiei
L[y] = 0 pentru Vk = 1, n.

Solutiile y1,y2,...,y, formeaza un sistem fundamental, deoarece wron-

skianul lor este egal cu produsul dintre e("1++™m)% & determinantul Vander-
monde al numerelor distincte r1,...,r, si deci este diferit de zero. Asadar,

solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene este y = c1e™% +coe™* +.. . +

cpe™®.

2. Daca ry este radacina ecuatiei caracteristice cu ordinul de multiplicitate

p, atunci
F(r1) =0,F'(r1) = 0,F"(r) = 0,..., F® Y (r) = 0, F®) (ry) £ 0.
Pentru y = €™z, calculam derivatele cu ajutorul formulei lui Leibniz si obtinem

y =e(rz+2)

y// _ em(T‘2Z + 2z + Z”)

y™ = erx(rnz+071lrn—1zf + C’flr"_Qz" +..+ ng(n))’

de unde rezultd ca L[e"™z] = e (bpz + by_12' + ...+ bpz™), unde coeficientii

se determina cu formulele (1). Avem
by = agr™ + a1+ .. 4 a, = F(r)

si In general

bp_j=Cir" I 4 a1 C)_ 7" 44 an_jCj =



De unde rezulta ca

Lle"™z] =e"™ |F(r)z + z + 22

1! 2! n!

F'(r) ,  F'(r) , FO(r) (m]

(p) (n)
Agadar, Lje"%z] = ™" [%!(”)z(p) +...+ FT!(TI)Z(")]
Daca z este inlocuit cu 1, z, ..., 2P~ !, paranteza din membrul al doilea este

nula gi, prin urmare, avem
L[e"*] =0, L[ze™*] = 0,..., L[zP~'e""] = 0,

ceea ce inseamna cd €%, xe% ... zP~e™? sunt solutiile ecuatiei diferentiale
Lly] = 0.

Inmultind aceste solutii cu constante oarecare si adunand deducem ca la
radacina r; cu ordinul de multiplicitate p a ecuatiei caracteristice corespunde
solutia y = "% (cozP~ 4-cr 2P~ 2 4. . .4+¢p—1) ce depinde de p constante oarecare
€0, Cly -y Cp—1-

3. Fie r = a + ib radacina complexa a ecuatiei caracteristice. Aceasta
inseamni ci functia y = @07 = a2eibr — 0% cog by + 1e9% sin bx este o
solutie complexa a ecuatiei L[y] = 0. Deoarece L[e®” cosbx + ie*® sinbzx] = 0
este echivalent cu L[e® cos bz|+1L[e®" sin bz| = 0, inseamna ca L[e®” cos bx] =
0 si L[e* sinbzx] = 0, deci e cos bz si * sin bz sunt solutii ale ecuatiei L]y] =
0 ce corespund oricarei radacini complexe r = a + ib a ecuatiei caracteristice.

4. Rezulta din 2 si 3. O

Teorema 2. Fie [ solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene cu
coeficienti constanti si y, o solutie particulard a ecuatiei neomogene Lly] =
f. Atunci solutia generala a ecuatiei liniare neomogene este y = Y + Yp, Yp

putandu-se determina intotdeauna prin metoda variatiei constantelor.

In anumite cazuri se poate determina forma solutiei particulare y, dupa

forma functiei f(z). Indicam in continuare cateva astfel de cazuri:

1. Daca f = ¢, F(0) # 0, atunci



. Daci f =¢, F(0)=0,F'(0) =0,..., F*=1(0) = 0, FP)(0) # 0, atunci

caxP
r) —
yp( ) p!an—p
Daca f = ce®, F(«a) # 0, atunci
Ceax
yp(x) - F(Oé)

. Dacd f = ce®®, F(a) = 0,F'(a) = 0,...,F?=D(a) = 0,FP)(a) # 0,

atunci

Prin schimbarea de functie y(z) = e**z(z), z(z) filnd noua functie ne-

cunoscuta regasim cazurile 1,2.

. Daca f = Py (z) si F(0) # 0, Pp(x) filnd un polinom in z de grad m,

atunci
Yp(z) = Qm(z), unde Qm(x) este un polinom in = de grad m
. Dacd f = Py, (x) si F(0) =0,F'(0) =0,..., FP=1(0) = 0, F(P)(0) # 0,

atunci
Yp(z) = 2P Qp ()

. Daca f = e* P, (z) si F(a) # 0, Py(z) fiind un polinom in x de grad

m, atunci

yp(x) = e Qm(x), unde Qp,(z) este un polinom in x de grad m

. Dacd f = e P, (z), F(a) =0,F'(a) =0,...,F?D(a) = 0, F?P)(a) #
0, atunci

yp(x) = 2P Qu ()
In cazurile 7 gi 8 punand y(z) = e**z(x), z(z) fiind noua functie ne-
cunoscuta , regasim rezultatele de la punctele 5 si 6.

. Daca f = e*®PL () cos Bz + e*® P2 (x) sin Bz, iar F(a +i3) # 0, atunci

yp(z) = e**[Qy, (x) cos Bz + Q2 () sin Bz



10. Daca f = e*®PL(z)cos Bz + e P2 (z)sin Bz si a + i este o radicina

multipla de ordinul p a lui F(r), atunci

yp(x) = e aP[Q}, (x) cos B + Q4 (x) sin Bu]
Folosind formulele lui Euler
eiﬁx + eiﬁx eiﬂx _ e—iﬁx

cosfxr = ——— sl sin Pz = -
8 S si sing —

cazurile 9 gi 10 se reduc la cele de la punctele 7 si 8.



